Glava 5

GALILEJEVE TRANSFORMACIJE

5.1 ProsSirena Galilejeva grupa

Zapocecemo odeljak pojmovima inercijalnog koordinatnog sistema i inercijalnog kretanja. Za-
tim ¢emo podsetiti na definiciju Galilejevih transformacija i inverzija, koje zajedno obrazuju
prosirenu Galilejevu grupu. Koren ove grupe lezi, s jedne strane, u geometriji prostor-vremena i
u inercijalnom kretanju, a s druge strane u Galilejevom principu relativiteta. Objasni¢emo ak-
tivnu i pasivnu interpretaciju pojedinih transformacija. Pripremajuci se za kvantizaciju prosirene
Galilejeve grupe, tj. za njeno prenosenje u kvantnu mehaniku (koje ¢emo izvrsiti u sledeéem
odeljku), ukaza¢emo na moguénost generisanja Galilejevih transformacija pomoc¢u eksponenci-
jalnih operatorskih funkcija zasnovanih na Poisson-ovim zagradama. Na kraju, definisacemo
doti¢ne transformacije u vise prostora i prouci¢emo veze izmedu njih.

5.1.1 * Inercijalni koordinatni sistem

Klasi¢na mehanika je nauka o kretanju fizickih sistema. Pri opisivanju kretanja se zapravo radi
o tome kako odredeni posmatraé¢ (opserver) vidi doticni fizicki sistem u prostoru i vremenu.

Fizika je egzaktna nauka, te se pojam ”posmatraca” mora precizno i objektivno definisati.
Tako se dolazi do poznatog pojma koordinatnog ili referentnog sistema. Strogo uzev, posmatrac
je vise od koordinatnog sistema; tu je i aktivni subjekat (ali mogao bi biti i robot) koji vrsi
merenja, prikuplja informaciju itd. Ali uobic¢ajeno je da se ovaj ”visak” apstrahuje i, za potrebe
klasicne mehanike, posmatrac¢ redukuje na referentni sistem.

Ista fizicka pojava izgleda razlicito u razli¢itim koordinatnim sistemima i ¢ak moze da se
ispoljava slozenije ili prostije zavisno od referentnog sistema. Ocigledno je vazno naci kriterijum
najpogodnijeg izbora koordinatnog sistema za Sto Siru klasu fizickih fenomena.

Fizicke pojave odvijaju se u prostoru i vremenu. Slozenost opisivanja pojava osetno zavisi od
toga kako se slozeno pojavljuje sam prostor i vreme u videnju opservera. Vreme poprima najvecu
jednostavnost za posmatraca za koga su svi vremenski trenuci a priori (tj. pre nego §to se dese
odredeni fizicki dogadaji) ravnopravni, nerazli¢ivi. Ta se osobina naziva homogenoséu vremena.
Analogna jednostavnost prostora je u a priori ravnopravnosti ili nerazlic¢ivosti svih polozaja —
Sto se naziva homogeno$cu prostora. Drugi vid jednostavnog ispoljavanja prostora imamo ako su
u njemu svi pravci koji prolaze kroz fiksiranu tacku ravnopravni — Sto se naziva izotropnoscu
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prostora (u odnosu na tu tacku). (Videti precizniju definiciju homogenosti i izotropnostiu §5.1.7.)
Ako je prostor homogen i izotropan u odnosu na jednu tacku, onda je izotropan u odnosu na
svaku tacku.

Koordinatni sistem u kome je vreme homogeno, a prostor homogen i izotropan naziva se
inercijalnim koordinatnim sistemom. Takav referentni sistem stvarno daje najjednostavnije opi-
sivanje najveceg broja pojava. Pre svega, u njemu se materijalna tacka na koju ne deluje sila®!!,
kreée pravolinijski konstantnom brzinom (ili u specijalnom slu¢aju miruje), tj. vrsi tzv. iner-
cijalno kretanje. Ovo je u stvari potreban i dovoljan uslov (ili druga definicija) za inercijalni
referentni sistem.

Inercijalnih koordinatnih sistema ima (kontinualno beskona¢no) mnogo. Sa jednog na drugi
prelazi se transformacijom iz tzv. prosSirene Galilejeve grupe, koja je stoga grupa relativiteta
klasicne mehanike (videti §5.1.7).

5.1.2 Galilejeve transformacije

Kao §to je poznato u klasiénoj mehanici, svaka tzv. Galilejeva transformacija odredena je sa 4
entiteta: jednom 3 x 3 realnom ortogonalnom®!? matricom R jedini¢ne determinante (koja se
naziva matricom rotacije), vektorom brzine v, vektorom prostorne translacije a i realnim brojem
vremenske translacije b. Oznaka je T{pa,v,r)-

Galilejeva transformacija deluje na slede¢i nacin na vektor polozaja r, na trenutak ¢ i na
impuls p klasi¢ne cestice:

Thavrpt = Rr+a—vt, Tpavrt=1+ b, Tipav,p)P = Rp — mv. (5.1.1a,b,c)

Pod Rr, na primer, podrazumeva se matri¢ni proizvod 3 x 3 matrice R sa 3 x 1 matricom (ili
brojnom kolonom) vektora r, koja se sastoji od apscise x, ordinate y i od aplikate z. Sa m je
oznacena masa cestice.

Zadatak 5.1.1 Pokazati da identicna transformacija glasi T{g,0,0,1), gde je sa 0 oznacen nulti vektor, a sa I
jedini¢na 3 x 3 matrica.

Kada su u ¢etvorci (b, a, v, R) svi entiteti nulti (zapravo R = I a ne nula) osim jednog, onda
se u oznaci transformacije ispisuje samo taj jedan.

Zadatak 5.1.2 Pokazati da vazi
T(b,a,v,R) = TbTaTvTR; (512)

gde na DS-i imamo proizvod transformacija, koji se u stvari sastoji u uzastopnoj primeni.

Cetvorka (b, a, v, R) naziva se Lie-jevim parametrima transformacije. Za svaki izbor Lie-jevih
parametara (unutar gornjih definicija) postoji Galilejeva transformacija. Uzastopna primena
(proizvod) bilo koje dve Galilejeve transformacije opet daje Galilejevu transformaciju prema
obrascu

Ty o' v .’ L(b,av,R) = Lt/ +b,a'+R'a—v'bv'+R'v,R'R)- (5.1.3)

5110vde pod silom podrazumevamo pravu silu, koja ima svoj izvor u nekom fizickom sistemu i za koji vazi zakon
akcije i reakcije (a ne na inercijalnu silu, koja je prividna i pojavljuje se samo u neinercijalnom koordinatnom
sistemu).

5-1-2Matrica R se naziva ortogonalnom ako R~' = R” | tj. ako je njena inverzna matrica jednaka transponovanoj.
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Svaka Galilejeva transformacija je nesingularna (tj. predstavlja obostrano jednoznaé¢no, ceo-
na-ceo preslikavanje). Inverzna transformacija T(;Lv R) proizvoljne trensformacije T(yav,g)), kao
Sto je poznato, zadovoljava

TﬁlT - TTil = T(O,O,O,I) (514)

(na LS-i smo izostavili Lie-jeve parametre).

Zadatak 5.1.3 Dokazati formulu

T(;,la,v,R) = T(—b,—R—l(a+vb),—R—1v,R—1)- (5.1.5)

Citaocu je veé¢ ocigledno da Galilejeve transformacije ¢ine grupu. To je tzv. Galilejeva
grupa, obelezavacemo je sa G. Posto su elementi grupe zadati Lie-jevim parametrima i mnozenje
u grupi se izrazava pomocu operacija sa Lie-jevim parametrima (uporediti (5.1.3)), Galilejeva
grupa spada medu tzv. Lie-jeve grupe.

5.1.3 Osnovne podgrupe Galilejeve grupe

Na DS-i jednakosti (5.1.2) pojavljuju se prosti specijalni slu¢ajevi Galilejevih transformacija.
Transformacije Tk nazivaju se rotacijama, T, boost-ovima (boost — ¢itati: bust — na en-
gleskom znaci: pogurnuti uvis) ili specijalnim Galilejevim transformacijama, T, vremenskim
translacijama, a T, prostornim translacijama. Uobicajene su oznake

def

R(3) & {Tr | VR}, T3 € (T, | Wv}, (5.1.64,0)

Ts € (T, |Val, T & {T, | — 0o <b< ool (5.1.6¢,d)

Zadatak 5.1.4 Pokazati da su skupovi R(3) Tgv), T3 i Ty grupe.

Dakle, rotaciona grupa R(3), grupa specijalnih Galilejevih transformacija Tgv), grupa pro-
stornih translacija T3 i grupa vremenskih translacija T; su osnovne podgrupe od G. Broj koji se
pojavljuje u oznaci podgrupe pokazuje koliki je broj Lie-jevih parametara podgrupe. Neocigledno
je samo da je R(3) troparametarska. U to ¢emo se uveriti u narednoj glavi.

Od velike je vaznosti najmanja podgrupa od G koja sadrzi samo R(3) i T3 od osnovnih
podgrupa. To je tzv. Euklidova grupa E(3). (Ovde se broj 3 odnosi na dimenziju prostora u
kome deluju transformacije. Broj Lie-jevih parametara je 6.)

Cela Galilejeva grupa G, kao i svaka njena pomenuta podgrupa, je kao Sto se kaze, kontinualna
(neprekidna) i povezana. To ¢e reéi da se kontinualnim menjanjem Lie-jevih parametara dotic¢ne
transformacije moze stiéi (prelazeéi druge Galilejeve transformacije) do identi¢ne transformacije
T0,0,0,1)- Sa suprotnim slucajem diskretnih transformacija upoznacemo se u sledecem paragrafu.
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5.1.4 Diskretne transformacije i proSirena Galilejeva grupa
Inverzija prostora ili prostorna inverzija J, definisana je slede¢im delovanjem

Tr e 7% Zp=-—p. (5.1.7a,b,c)

Inverzija vremena ili vremenska inverzija J, je po definiciji sledec¢a transformacija:

Jr=r, Jt% -t Jp=-p. (5.1.8a,b,c)

Za obe inverzije se Cesto kaze da su diskretne transformacije. Naime, uopste nemaju Lie-jeve
parametre i, stoga se, na prvi pogled, ne moze od njih kontinualno sti¢i do druge transformacije.
Medutim, detaljna analiza pokazuje da stvari stoje malo drugacije.

Najmanja podgrupa grupe svih transformacija (faznog prostora i vremenske ose materijalne
tacke) koja pored G sadrzii J, i J, naziva se prosirenom Galilejevom grupom. Obelezavaé¢emo je
sa G. Oznacavajuéi sa T tekuéu Galilejevu transformaciju, moze se reéi da se G sastoji od 4 vrste
transformacija; od Galilejevih transformacija 7', od transformacija vida 7'7,, od transformacija
koje se pisu kao T'J, i, najzad, od transformacija koje glase T'7,J,. Diskretna transformacija
Tp Ty je tzv. jaka inverzija. Cela prosirena Galilejeva grupa G je unija cetiri disjunktna skupa:

G=G+6J,+6J, +GT,T..

Svaki sabirak (podskup u G) naziva se susednom klasom u teoriji grupa. Svaka od pomenute
cetiri susedne klase je povezana, tj. neprekidnom promenom Lie-jevih parametara (od T') moze
se preéi sa bilo kog elementa na bilo koji drugi u istoj klasi. Ali grupa G nije povezana.

U slede¢em paragrafu prodiskutova¢emo dvostruku fizicku interpretaciju transformacija iz G.

5.1.5 * Aktivna i pasivna interpretacija transformacija iz
« m(v)
Tg, T1 1 T3

Svim transformacijama koje smo diskutovali u prethodnim paragrafima moze se dati tzv. ak-
tivna interpretacija, u kojoj se pretpostavlja da je fiksiran koordinatni sistem (ukljucujuéi nulti
trenutak vremena), tj. da je referentni sistem jedan te isti pre i posle delovanja transforma-
cije. U ovoj interpretaciji se zamislja da se transformacije ”desavaju” u objektivnom fizickom
prostor-vremenu®!, a transformacije iz prethodnih paragrafa opisuju kako takvu promenu vidi
dati posmatrac (ogranicavamo se, naravno, na inercijalnog posmatraca).

Medutim, moguca je i druga, tzv. pasivna interpretacija transformacija iz G. Tu se pret-
postavlja da se u objektivnom prostor-vremenu nista ne ”"desava” sa fizickim sistemima, ali da
postoje dva razlicita koordinatna sistema i da se drugi dobija iz prvog inverznom transforma-
cijom T-! € G u objektivhom prostor-vremenu. Primena transformacije T na r, p, t se onda
tumaci kao preslikavanje ili prevodenje videnja fenomena od strane prvog posmatraca u videnje

5130bjektivni prostor, za razliku od subjektivnog prostora brojnih kolona r kojim se sluzi posmatra¢, u klasi¢noj
fizici se obi¢no ne definige matematicki precizno. Pre nego §to se fiksira koordinatni sistem, to nije linearni prostor,
veé samo tzv. afini prostor, ¢iji je jedini element strukture rastojanje. Citalac, ako zeli, moze da proéita vise o
matematickoj strukturi afinog prostora u poslednjoj glavi knjige: A. T. Mambues, Ocnosn Juneirnot Arzebpn
(Hayxka, Mocksa 1975), trece, preradeno izdanje, Nauka, Moskva, 1970 (u ranijim izdanjima nema ove partije).
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istih fenomena od strane drugog posmatraca. Pod ”videnjem” ovde podrazumevamo odrazavanje
objektivnih dogadaja u subjektivnom faznom prostoru i vremenu posmatraca pripisivanjem po
7 realnih brojeva r, p, ¢t tim dogadajima.

Ocigledan je smisao prostornih translacija u aktivnoj interpretaciji. Pri pasivnoj interpretaciji
prostornih translacija pretpostavlja se da je koordinatni pocetak drugog posmatraca (i samo
to) pomeren za —a u odnosu na koordinatni pocetak prvog; prema tome, polozaj koji prvom
posmatracu izgleda da je u vrhu radijus-vektora r, drugom posmatracu izgleda da je u vrhu
radijus-vektora r + a.

Moguce su dve aktivne interpretacije vremenskih translacija. U prvoj, koju ¢emo nazivati
nespontanom, po uzoru na aktivnu interpretaciju prostornih translacija, opserver vrsi — bar u
mislima — translaciju vremena po objektivnoj apsolutnoj vremenskoj osi kada to zazeli i za
veli¢inu b koju odabere. U drugoj aktivnoj interpretaciji, koju ¢emo nazivati spontanom, radi se
o spontanom i nezaustavivom proticanju vremena u prirodi, koje se ogleda u vremenskoj evoluciji
svih fizickih sistema.

U pasivnoj interpretaciji vremenskih translacija pretpostavljamo da je nulti trenutak drugog
posmatraca (i samo to) pomeren za —b u odnosu na nulti trenutak prvog posmatraca.

Specijalnim Galilejevim transformacijama mozemo dati aktivnu interpretaciju po kojoj svaka
materijalna tacka (ma gde se nalazila) u trenutku ¢ = 0 skokom promeni svoju brzinu za fiksirani
vektor —v. Ovo je, naravno, matematicka konstrukcija bez dubljeg fizickog smisla.

Kada dajemo pasivnu interpretaciju boost-ovima, onda pretpostavljamo da se u trenutku
t = 0 koordinatni sistem 2 poklapao sa koordinatnim sistemom 1 u polozaju, smerovima i
orijentaciji koordinatnih osa (oba su desna ili oba leva, videti Crtez C5.1 nize), kao i u izboru
nultog trenutka, ali da se referentni sistem 2 kretao u odnosu na referentni sistem 1 konstantnom
brzinom v.

Citalac je svakako zapazio da ”desavanje” pisemo u navodnicima. Razlog tome lezi u ¢injenici
$to su sva navedena preslikavanja kojima aktivno interpretiramo transformacije iz G u stvari fik-
tivna; mozemo ih samo zamisliti, a ne i fizicki ostvariti. Ovo nije slucaj sa svim pasivnim inter-
pretacijama, osim za boost-ove, i sa spontanom aktivnom interpretacijom vremenske translacije.
(Tu se radi o ostvarivim desavanjima.)

5.1.6 Aktivna i pasivna interpretacija rotacija i inverzija

Sto se rotacija tice, one se interpretiraju aktivno ili pasivno u analogiji sa slu¢ajem translacija.
Prepusticemo detalje ¢itaocu.

Prodiskutovacemo matematicku stranu nerazlicivosti aktivne i pasivne interpretacije. Zami-
slimo objektivni prostor (matematicki: apstraktni prostor) u kome je fiksiran koordinatni sistem
(bazis) aj,as, a3 i neka tu deluje rotacija R. Poznata formula za reprezentovanje rotacije R
matricom R u pomenutom bazisu glasi

Ray =) Ryrap. (5.1.9)

Trojka brojeva r u istom bazisu reprezentuje tekucu tacku objektivnog prostora, a Rr reprezen-
tuje lik te tacke dobijen delovanjem rotacije R. To je aktivna interpretacija.
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Uzmimo sad inverznu od gornje rotacije, tj. R~', u objektivhom prostoru i pomocéu nje
generisimo drugi bazis:

def

by < R 'a,, k=1,2,3. (5.1.10)

Iz (5.1.9) i (5.1.10) sledi

3
by =Y Ryiap, (5.1.11)

k'=1

Sto znaci da je matrica razvoja drugog bazisa po prvom (R™Y)T (T znaci transponovanje), tj.
kontragredijentna matrica od R. Onda, kao S$to je poznato, ako tacku objektivnog prostora
u prvom bazisu {a, | k = 1,2, 3}, reprezentuje brojna kolona r, istu tacku u drugom bazisu
{by | £ =1,2,3} reprezentuje brojna kolona Rr. To je pasivna interpretacija.

Zadatak 5.1.5 Pokazati da je J,, Sto se tice delovanja na r, takode matrica 3 x 3. Koja je to matrica?

Za prostornu inverziju J, vazi sve $to je receno za rotacije. Proucicemo detaljnije fizicku
stranu dveju interpretacija za 7.

z z

A B C

Slika 5.1: Levi i desni koordinatni sistem.

U slucaju pasivne interpretacije prostorne inverzije prelazi se sa jednog, npr. sa uobicajenog
desnog koordinatnog sistema, na drugi, na primer na levi (videti Crtez C5.1.A odnosno C5.1.B).
Obratiti paznju da su ortovi desnog referentnog sistema uzajamno rasporedeni (orijentisani) po
uzoru na desni (tj. uobicajeni) zavrtanj: vrtenje od orta z-ose najmanjim uglom ka ortu y-ose
izazivalo bi pomeranje zavrtnja u smeru orta z-ose. Kod levog koordinatnog sistema mutatis
mutandis uzor je levi zavrtanj.

Zadatak 5.1.6 Uveriti se da se levi i desni koordinatni sistem ne mogu dobiti rotacijom jedan iz drugog, a da
se dva leva koordinatna sistema sa istim po¢etkom (npr. C5.1.B i C5.1.C) mogu.

U aktivnoj interpretaciji prostorna inverzija se u stvari odigrava u objektivnom prostoru
(matematicki: u apstraktnom prostoru) i deluje na sve osim na fiksirani koordinatni sistem
opservera. Pasivna interpretacija je izvodljiva: mozemo preéi sa opisivanja fenomena iz desnog
koordinatnog sistema na opisivanje iz levog ili obratno.
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5.1.7 * Inercijalni koordinatni sistemi i prosirena Galile-
jeva grupa kao grupa relativiteta

Kao §to smo rekli u paragrafu §5.1.1, inercijalni koordinatni sistem moze da se prepozna po
tome Sto materijalna tacka koja se krece po inerciji ima u njemu konstantan (u vremenu) impuls.
Svaka transformacija iz G preslikava konstantan impuls u konstantan impuls.

Zadatak 5.1.7 Dokazati ovaj iskaz.

Dakle, ako primenimo transformaciju iz G na ortove inercijalnog koordinatnog sistema, opet
¢emo dobiti inercijalni referentni sistem. Ispostavlja se da je G najobuhvatnija grupa trans-
formacija koje iz jednog inercijalnog koordinatnog sistema generisu druge analogne referentne
sisteme.

Zadatak 5.1.8 Prodiskutovati inercijalne koordinatne sisteme koji su fiktivni, tj. fizicki neostvarivi, a dobijaju
se primenom neke transformacije iz G na fizicki ostvarivi inercijalni referentni sistem.

Imajuéi u vidu pomenutu ulogu grupe G u generisanju svih inercijalnih koordinatnih sistema
iz jednog od njih, govori se o G kao o grupi relativiteta klasicne mehanike. Izrazavajuéi istu
misao, govori se i o opStem Galilejevom principu relativiteta. Ova relativisticka uloga grupe
G (ne mesati ovo sa relativistickom fizikom, u kojoj ulogu G preuzima prosirena Poincare-ova
grupa) je u najuzoj vezi sa pasivnom interpretacijom transformacija.

Pri aktivnoj interpretaciji transformacija iz G ima se u vidu nepromenjenost forme Hamilton-
ovih jednakosti kretanja (to je tzv. kanoniénost ovih transformacija, u koju mi nismo ulazili).
Na osnovu toga govori se o opStem Galilejevom principu invarijantnosti.

Sad ¢emo da damo jednu teorijski koncizniju ekvivalentnu definiciju pojmova homogenosti i
izotropnosti, koje smo pomenuli u §5.1.1.

Homogenost prostora i vremena se u aktivnoj interpretaciji sastoji u tome $to su grupe T3 i
T, grupe automorfizama (izomorfizama) objektivnog prostor-vremena (na samog sebe). Drugim
re¢ima, doti¢ne transformacije odrzavaju rastojanje. Analogno, izotropnost prostora je u tome
Sto je i rotaciona grupa R(3) grupa automorfizama prostora.

U pasivnoj interpretaciji homogenost prostor-vremena i izotropnost prostora ogledaju se u
tome $to bilo kojom transformacijom iz T3 i T odnosno iz R(3) prelazimo sa inercijalnog koor-
dinatnog sistema na isti takav referentni sistem.

Kao sto je ¢itaocu verovatno jasno, grupe Tj, Ty i R(3) i transformacije J, i J, igraju
osnovniju ulogu nego Tgv). One su geometrijske grupe i transformacije, vezane za geometrijsku
strukturu prostor-vremena. Grupa Tgv) je kinematicka, posto je u vezi sa kinematickim stanjem
ili stanjem (inercijalnog) kretanja koordinatnog sistema. Sve transformacije iz G naziva¢emo
kinematickim transformacijama (podrazumevajuéi da "kinematicki” sadrzi ”geometrijski” kao
specijalni sluc¢aj).

5.1.8 Generisanje Galilejevih transformacija pomocu ek-
sponencijalnih operatorskih funkcija

U odeljku §2.5, pri izlaganju kvantizacije klasi¢nih varijabli u kvantno-mehanicke operatore,
istakli smo ¢injenicu da su neki nestandardni aspekti klasicne mehanike od osnovnog znacaja za
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prelazak na kvantnu mehaniku. Prvi primer bile su Poisson-ove zagrade. Sada ¢emo ukazati na
drugi primer, koji se nadgraduje na Poisson-ove zagrade.

Kao sto je poznato, transformacije faznog prostora klasi¢nog sistema pod kojima su Hamilton-
ove jednacine kretanja i Poisson-ove zagrade invarijantne nazivaju se kanoni¢nim transformaci-
jama. Jednoparametarske grupe kanonic¢nih transformacija mogu se generisati sa po jednom
varijablom uz koris¢enje po jednog parametra.

Neka su A(r,p) i G(r,p), dve varijable (jednocesticnog sistema) i to neka je A tekuca, a G
fiksirana varijabla. Definisimo operator G koji deluje u skupu svih varijabli A (koje su analiticke
funkcije na faznom prostoru) na sledeéi nacin:

GAY [ G, Alpy|, VA(r,p), (5.1.12)

a pod €’? podrazumeva¢emo operatorsku funkeciju

fC oo onar (5.1.13)
(G™ je n puta uzastopno primenjeno G). Skup {¢?¢ | — oo < f < oo} je jednoparametarska Lie-

jeva grupa kanoni¢nih transformacija definisanih, kao §to smo rekli, na skupu varijabli A(r,p).
Tu spadaju i 6 varijabli osnovnog skupa: = = x(r,p),...,p, = p.(r,p), gde, na primer, z(r, p)
znaci uzeti apscisu u tacki (r, p) faznog prostora.

Obelezavajuc¢i sa H = % Hamilton-ovu funkciju slobodne cCestice, a sa m njenu masu, ispo-
stavlja se da se delovanje neprekidnih Galilejevih transformacija reprodukuje u prostoru varijabli
(na faznom prostoru) materijalne tacke pomoc¢u eksponencijalnih funkcija operatora na slede¢i

nacin?14:5-15.
e *Pg=q+a,|, q=1,y,2; (5.1.14a)
e‘bgq:q+b% L q=T,Y, 2 (5.1.15a)
e Plg =Y, Rag (8)d'} 4= 2.y, 2 (5.1.160)
VMg =q|, ¢ =19, 2. (5.1.17a)

514 Neéemo dokazivati relacije (5.1.14a)-(5.1.17b). Citaoca koji zeli da se blize upozna sa ovom materijom
upucujemo na veoma zanimljivu knjigu: E. C. G. Sudarshan and N. Mukunda, Classical Dynamics: A Modern
Perspective, John Wiley and Sons, New York, 1974. Ova knjiga predstavlja moderan i nestandardan pogled na
klasiénu mehaniku sa glediSta simetrija i teorije grupa, a po inspiraciji iz kvantne mehanike. Kao drugu referencu
na Galilejevu grupu pomenuéemo Group Theory and Its Applications, Volume II, Editor E. M. Loebl, Academic
Press, New York, 1971; poslednja glava. Kao tre¢u referencu naveséemo: L. Fonda and G. C. Ghirardi, Symmetry
Principles in Quantum Physics, Marcel Dekker, New York, 1970.

515 Lako je videti da je na primer e 2P = e=%Pze=aPue=:P= g podgrupe {e~%P: | — oo < a, < x},
q = z,y, 2, su jednoparametarske. Drugim re¢ima, troparametarske grupe Tj5, R(3) i Tév) svode se na prirodan
nacin na jednoparametarske podgrupe. U stvari samo kod R(3), koja nije komutativna, ovo svodenje nije trivijalno
(nije direktni proizvod jednoparametarskih podgrupa kao kod T3 i T{")), naime: e~ @1 = o= dule—0yly—0:1.
o= 0ala = 0uly g—0:1-
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U impulsnom prostoru imamo analogno:

e Pp, =Dy, ¢ = 11,9, 2; (5.1.14b)

e’bﬁpq =Py ¢ =7T,Y,2; (5.1.15b)

6_¢'ipq = XZ: Ry (d)pgs q = 1,y,2; (5.1.160)
¢=x

eV D, =Dy — MUy, = T,Y, 2. (5.1.17b)

Zadatak 5.1.9 Dokazati (5.1.14b) i (5.1.14a) (uporediti Primedbu 5.1.5).

Za sada nije definisan vektor ¢, koji daje parametrizaciju grupe R(3). Njega ¢emo definisati i
prouciti nize, u odeljku §6.1. Vektorska varijabla 1(r, p) je uglovni moment cestice, tj. vektorski
proizvod 1 ©rx p.

Pazljivi citalac je zapazio da su relacije (5.1.15a)-(5.1.15b) u stvari zakon kretanja slobodne
cestice u inercijalnom koordinatnom sistemu u skladu sa spontanom aktivnom interpretacijom
vremenskih translacija.

Na kraju paragrafa, rezimirajmo koje su osnovne podgrupe Galilejeve grupe G i koje su
varijable odgovarajuci generatori:

Ts & p; Ty H; R3) < L TV < mr| (5.1.18)

Dakle, tu su osnovne varijable r i p i njihove najvaznije funkcije 1i H. U smislu (5.1.18) govori
se o fundamentalnoj paralelnosti transformacija simetrije s jedne strane i najvaznijih varijabli sa
druge strane. Vide¢emo da se ova paralelnost prenosi u kvantnu mehaniku®!-°,

5.1.9 *Izomorfizmi i antiizomorfizmi izmedju grupa trans-
formacija u razlic¢itim prostorima

U paragrafima §5.1.5 do §5.1.7 tvrdili smo da je svejedno ho¢emo li interpretirati pojedine trans-
formacije aktivno ili pasivno. U sveopstoj pripremi za kvantizaciju Galilejevih transformacija
moramo i ovo stanoviSte dalje precizirati.

Pokazalo se svrsishodnim da se pri izboru interpretacije zahteva izomorfnost grupa transfor-
macija, §to u sustini znaé¢i ”jednako” delovanje doti¢nih grupa kao celina. Na primer, kada G
uzimamo u aktivnoj interpretaciji, tj. kao grupu transformacija kinematicke simetrije objektiv-
nog prostor-vremena, i definisemo transformacije 7 € G u faznom prostoru, imamo izomorfizam
grupe u objektivnom prostoru na grupu u faznom prostoru. Dakle, ovde je aktivna interpretacija
potpuno zadovoljavajuéa, tj. ona je uskladena sa zahtevom izomorfnosti (videti desnu kolonu
Crteza C5.2).

To veé nije slu¢aj sa pasivnom interpretacijom. Sada se G u objektivnom prostor-vremenu po-
javljuje u pasivnoj ulozi grupe relativiteta, deluju¢i na inercijalne koordinatne sisteme (kvadrat I

5:1.6% G4 tacke gledista formalizma treba istaéi da neprekidne transformacije ¢ine Lie-jeve grupe, a varijable koje

ih generisu ¢ine Lie-jeve algebre sa Poissonovom zagradom kao Lie-jevim proizvodom.
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na Crtezu C5.2), a pojedine transformacije se pri tome invertuju. Invertovanje je antizomorfizam
(tj. ne odrzava veé¢ obrée poredak mnozenja elemenata u grupi), te je grupa G u faznom prostoru
(kvadrat IV) antiizomorfna grupi relativiteta. Stoga pasivna interpretacija grupe G u faznom
prostoru ne zadovoljava gornji zahtev izomorfnosti.

Predimo sad na prostor varijabli i na Galilejeve transformacije koje se pojavljuju na levoj
strani jednacina (5.1.14a)-(5.1.17b) (tj. koje deluju u kvadratu III).

Kao sto se ¢italac moze lako uveriti (npr. na podskupu osnovnih varijabli), transformacije
T € G sad deluju na varijable kao na funkcije (tj. funkcionalne zavisnosti) na faznom prostoru i
to kao transformacije T indukovane na sledeé¢i nacin:

TA(r,p) = A(Tr,Tp), VT € G, YA(r,p). (5.1.19)
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| 11
skup a; (invertovanje) objektivno
koordinatnih (5.1.10) prostor-
sistema vreme

L2 | (5.1.13) (5.1.1) | ta
(5.1.14)-(5.1.17)

I1T IV
prostor Qs fazni
varijabli (5.1.19) prostor

kvantizacija (5.2.14) | 17

(5.2.2)-(5.2.3)

\Y VI
prostor ag (invertovanje) prostor
operatora Baker-Hausdorff-ova lema | stanja
u Ho Ho

Slika 5.2: Aktivna i pasivna interpretacija transformacija. Leva kolona (kvadrati I, II1i V
i izomorfizmi 15 i 15) daje elemente za pasivnu, a desna kolona (kvadrati II, IV i VI i izomorfizmi
Lty 1 t7) za aktivnu interpretaciju grupa E(3) i Tg(”). Antiizomorfizmi oy, as, as i ag, kao i
izomorfizmi 1y, L4, Lg 1 L7 povezuju osnovne podgrupe Galilejeve grupe koje deluju u skupovima
oznacenim sa I do VI. Specijalno: 15 o (5003 = ;5014 00, ; a3 = 14011 je prevodenje videnja
izmedu dva opservera); 14 je reprezentovanje u fiksiranom koordinatnom sistemu sa implikacijama
u impulsnom prostoru.
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Citalac moze lako proveriti za bilo koju od osnovnih podgrupa od G da je pridruzivanje T ~ T
dato sa (5.1.19) antiizomorfizam doti¢ne podgrupe koja deluje u faznom prostoru (kvadrat IV)
na ”istu” podgrupu koja deluje u prostoru varijabli (kvadrat IIT).

Sto se tice cele grupe G, (5.1.19) nije antiizomorfizam, jer se pri prelasku sa faznog prostora na
prostor varijabli poremecuje odnos podgrupe Tgv) sa ostalim osnovnim podgrupama od G. To u
stvari potice od nekomutiranja operatora p i T (u (5.1.14a),(5.1.14b),(5.1.17a) odnosno (5.1.17b);
videti vise o ovome ispod (5.2.18) i u prvim dvema referencama iz Primedbe 5.1.4).

Dakle, seljenje grupe iz faznog prostora u prostor varijabli (oznaceno sa ”5” na Crtezu C5.2),
koje predstavlja presudan korak uoci kvantizacije klasi¢nih transformacija (kao Sto ¢emo videti
u slede¢em odeljku), primorava nas da se odreknemo grupe G ili G kao celine. Umesto o G,
govori¢emo posebno o E(3) i posebno o T:(f). Pri tome T izostavljamo, jer za nju je najvaznija
spontana aktivna interpretacija, a nju smo vec¢ obradili u glavi 3. Involucije J, i J, izostavljamo
arbitrerno.

Iz recenog se vidi da u prostoru varijabli (kvadrat III) aktivna interpretacija geometrijske
grupe E(3), koja polazi od delovanja ove grupe u objektivnom prostor-vremenu (u kvadratu
IT), ne zadovoljava zahtev izomorfizma. Medutim, pasivna interpretacija (pri kojoj se polazi
od delovanja E(3) u kvadratu I) zadovoljava, jer dva antiizomorfizma se mnoze u izomorfizam
(uporediti Crtez C5.2). Na Crtezu C5.2 leva kolona prikazuje pasivnu interpretaciju za Tgv)
i E(3), a desna kolona nam predocava aktivnu interpretaciju istih grupa. Kao §to smo rekli,
iz fizickih razloga za Té”) je samo pasivna interpretacija prirodna, a za E(3) prirodne su obe.
Medutim, kao §to ¢emo videti u sledecem odeljku, u slucaju Euklidove grupe prednost se daje
aktivnoj interpretaciji. Ova konvencija mozda potice od vazne uloge koju fazni prostor igra u

definiciji osnovnog skupa opservabli.

5.2 Galilejeve transformacije u kvantnoj mehanici

Pocec¢emo odeljak proucavanjem opsteg pojma transformacije simetrije u kvantnoj mehanici.
Objasni¢emo znacajni teorem Wigner-a po kome se svaka transformacija simetrije moze izraziti
unitarnim ili antiunitarnim operatorom u prostoru stanja kvantnog sistema. Zatim ¢emo kvanto-
vati pojedine Galilejeve transformacije, tj. izrazi¢emo ih u vidu operatora u kvantno-mehanickom
prostoru stanja. Na kraju ¢emo detaljnije prodiskutovati operatore prostornih translacija i spe-
cijalnih Galilejevih transformacija i nabaci¢emo nacin konstrukcije operatora Galilejevih trans-
formacija u prostoru stanja visecesticnog kvantnog sistema.

Vremenske translacije su u stvari ve¢ bile detaljno proucene u §3.1, pa ih se u ovom odeljku
samo doti¢emo (u §5.2.5). Operatorima rotacije i opservablama uglovnog momenta bi¢e po-
sveCena sledec¢a glava. Operatore diskretnih kinematickih transformacija ¢emo uvesti tek nakon
Sto savladamo teoriju rotacija i uglovnih momenata.

5.2.1 Pojam transformacije simetrije u kvantnoj meha-
nici

U Hamilton-ovoj formi klasicne mehanike transformacije simetrije su kanonic¢ne transformacije.

U prethodnom odeljku podsetili smo se na kanonicne transformacije koje su najvaznije sa gledista
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kvantne mehanike: na Galilejeve transformacije i na inverziju prostora i vremena.

Postavlja se pitanje sta u kvantnoj mehanici odgovara kanoni¢nim transformacijama, tj. Sta
je tu najsira klasa transformacija simetrije.

U paragrafu §2.1.2, u Postulatu o stanjima, videli smo da svi vektori u prostoru stanja H
koji pripadaju jednom te istom pravcu (tj. jednodimenzionalnom potprostoru) u H imaju isti
fizicki smisao: opisuju (nakon normiranja) jedan te isti homogeni ansambl kvantnih sistema.
Obelezimo sa P(H) prostor svih pravaca®*' u H. Na osnovu pomenutog Postulata, P(H) je u
biunivokoj korespondenciji sa skupom svih mogucih cistih kvantnih ansambala.

Moze se smatrati da je verovatnoca prelaza, uvedena u §2.4.7, binarna operacija u P(H):
za svaka dva pravca pp,py € P(H) definisan je broj iz intervala [0, 1] jednak |{ 1 | ¢>|2, gde su
| 1) € p1i]|¢) € py normirani vektori.

Opsta transformacija simetrije u kvantnoj mehanici definise se kao transformacija (tj. biu-
nivoko ceo-na-ceo preslikavanje, ili bijekcija) u P(H) koja odrzava verovatnoéu prelaza, tj. ako
pravac p; prevodi u p) i py u p5, onda imamo

(oo =W [ ) |v)Epr, [d) €y [ W) €1, | ¢') € e (5.2.1)

Mi ¢emo nize (u §5.2.31§5.2.4) predi sa klasi¢nih kinematickih transformacija na operatore u
H, i uveri¢emo se da oni u P(H) indukuju transformacije za koje vazi (5.2.1), tj. transformacije
simetrije®-22.

Fizicki smisao zahteva odrzanja verovatnoce prelaza ¢emo najlakse razumeti ako se ogranicimo
na neku Galilejevu transformaciju i opredelimo za pasivnu interpretaciju. Neka su O i O" dva op-
servera, oba sa inercijalnim koordinatnim sistemom. Posto normirani vektor predstavlja videnje
¢istog kvantnog ansambla od strane datog posmatraca®?3, jedan ¢isti ansambl ¢e opserver O
opisivati recimo sa | ¢ ), a opserver O ¢e taj isti ansambl opisivati recimo sa | 9" ). Isto tako,
nakon odredenog selektivnog kompletnog merenja ($to je premisa ”"prelaza” | 1) —| ¢) u (5.2.1),
videti §2.4.7), posmatra¢ O ¢e nastali ansambl opisivati stanjem | ¢ ) recimo, a posmatra¢ O’
recimo stanjem | ¢').

Posto je verovatnoca prelaza empirijski relativna frekvencija (broj dogadaja podeljen brojem
sistema u ansamblu), ona mora biti ista za oba opservera. To je smisao zahteva (5.2.1).

Preostaje nam da vidimo kako se konkretno ostvaruje prenosenje klasi¢nih transformacija u
P(H). Videli smo u paragrafu §2.4.6, kada smo iskazno upotpunili Postulat o stanjima, da svoj-
stvene vrednosti potpunog skupa kompatibilnih opservabli uspostavljaju vezu izmedu elemenata
od P(H) i laboratorijske preparacije homogenih kvantnih ansambala. Mozemo to iskoristiti za
prenosenje klasi¢nih transformacija u P(#H). Na primer, posto je za jednu ¢esticu potpuni skup
kompatibilnih opservabli r, onda tacki r klasicnog konfiguracionog prostora odgovara pravac
p € P(H) kome pripada | r). Ako jedna transformacija preslikava r u r’, onda u P(H) njoj
pridruzujemo (tj. prenosimo je u) transformaciju koja prevodi pravac od | r) u pravac od | r').
Prosledi¢emo ovu misao kroz najvaznije primere transformacija.

>21Tzy. projektivni prostor; engleski ray space (Citati rej spejs); ruski npoexmusmnoe npocmpancmeo.

522Medu upravo definisane kvantno-mehanicke transformacije simetrije spadaju sve klasiéne kanoni¢ne trans-
formacije (posle kvantizacije), a potencijalno ”ima mesta” i za nove, €isto kvantno-mehanicke transformacije
simetrije.

52:3Gtrogo uzevsi, ovaj iskaz je poostrenje Postulata o stanjima iz §2.1.2. Iziskuje ga ¢injenica da je za kvantno-
mehanicko opisivanje jednog kvantnog ansambla neophodno da postoji i opserver sa datim inercijalnim koor-
dinatnim sistemom. On je u stvari zamisljeni izvrsilac kvantnih merenja, ¢ije rezultate predskazuje kvantna
mehanika.
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5.2.2 Wigner-ov teorem o (anti)unitarnim operatorima
simetrije

Posto je sav kvantno-mehanicki formalizam formulisan u prostoru stanja H, a ne u P(H), neop-

hodno je preneti ”"suvise apstraktne” transformacije simetrije iz P(H) u H i tu ih pretvoriti u

operatore®?*. Pri tome namec¢e nam se pitanje da li ¢e operatori simetrije u  imati lepe ma-

tematicke osobine, kao sto je to na primer slucaj sa hermitskim operatorima koji predstavljaju

opservable.

Odgovor na ovo pitanje daje sledeéi teorem, za ¢iji dokaz upuéujemo na literaturu®2-5.
Teorem 5.2.1 (Wigner-ov teorem) A. Svaka transformacija simetrije u P(H) moZe da se
prenese u Hilbert-ov prostor H tako da postane ili unitarni operator U ili antiunitarni operator
U,.

B. Viseznacnost prenoSenja u pomenutz opemtor sastoji se tacno u proizvoljnom faznom faktoru,

tj. na primer sa operatorom Ui operator e U — za svaki realan N — i nijedan drugi operator
pomenutog tipa, indukuje u P(H) jednu te istu transformaciju simetrije.

Skupovi {¢T | 0 < X\ < 27} svih unitarnih (ili antiunitarnih) operatora iz pravca (jednodi-
menzionalnog potprostora) operatora koji obrazuje unitarni 7 = U (ili antiunitarni 7 = U,) u
linearnom prostoru operatora su pravi reprezentanti pojedinih transformacija simetrije. Radi o
tzv. projektivnim reprezentacijama.

Ako hoc¢emo da dobijemo obi¢nu reprezentaciju, onda moramo iz svakog skupa operatora iza-
brati po jedan operator ali tako da dobijemo izomorfnu grupu. To nije uvek moguce. Ispostavlja
se da to jeste moguce za pojedine podgrupe Galilejeve grupe: za T3, Ty, R(3) i Tg”) i cak i E(3),
ali ne i za celu grupu G (niti za prosirenu Galilejevu grupu G).

5.2.3 Kvantizacija Galilejevih transformacija — pocetak

Kada sa Galilejevih transformacija u klasicnoj mehanici zelimo da predemo na kvantno-mehanicke
operatore u prostoru stanja H kvantnog sistema, pogodno je po¢i od jednakosti (5.1.14a)-
(5.1.17b). One su u takvoj formi da je Postulat o kvantizaciji (iz § 2.5.3) neposredno primenljiv na
njih. Naime, u njima osnovnu ulogu igraju Poisson-ove zagrade, a znamo da njih treba zameniti
komutatorom (pomnozenim sa —;).
Podimo od prve jednakosti u sistemu jednakosti (5.1.14a): e™®Pz = z + a,. Ona se svodi na
(uporediti sa primedbom 5.1.5):
e~ %Py = 3 + a,. (5.2.2)

Kvantizacijom ova jednakost prelazi u

eri g = 3 + a, (5.2.3)

5-24Preciznije, za datu transformaciju u P(#) treba naéi linearni operator u H takav da odrzava verovatnoéu
prelaza i da, posto nuzno prevodi svaki pravac na pravac, indukuje u P(#) upravo transformaciju od koje smo
posli.

525 Qriginalni Wigner-ov dokaz je poboljsan u radu V. Bargmann, Journal of Mathematical Physics, 5 (1964)
862.
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gde je = opservabla apscise Cestice u orbitnom prostoru H,, a ﬁx je operator koji deluje na

operatore na slede¢i nacin:

5odef p . .
Py = [ Pu, T . (5.2.4)

Operatoru A pridruzujemo tzv. superoperator A koji na svaki operator Bu#H, deluje na sledeci
nacin:

~
~

AB) YA B]. (5.2.5)

Treba zapaziti da smo pri prelasku sa (5.2.2) na (5.2.3) iskoristili e-o=P+ & yooe (b))

n=0 !
prema zahtevima 3), 1), 2) i 4) Postulata o kvantizaciji, celokupni red odrzava formu pri prrlelasku
na kvantno-mehanicke operatore, a p, prelazi u ]51, Tako dobijamo Y 7 % L —aup,
Superoperatori su ne samo slozeni entiteti, nego i deluju na pogresne objekte. Nama su
potrebni operatori u H,, a ne u operatorskom prostoru. Zato ¢emo superoperatore smatrati
intermedijarnim korakom bez neposrednog znacaja za nasu svrhu.
Da bismo izvrsili poslednji korak, osloni¢emo se na slede¢u lemu, koja se u matematici naziva

Baker-Hausdorff-ovom®?*® lemom (dokaza¢emo je u Dodatku §5.2.10).

Lema 5.2.1 Neka su A i B dva operatora u nekom Hilbert-ovom prostoru H. takva da je definisan

operator erl, pri éemu je BA aof [ B, A ]. Onda vazi
eBA=eBAe B, (5.2.6)

Obratiti paznju da na LS-i od (5.2.6) imamo superoperator eB, eksponencijalnu funkciju od

superoperatora B, koji deluje na A (preko komutatora), a na DS-i od (5.2.6) imamo proizvod tri
operatora.
Na osnovu (5.2.6), (5.2.3) mozemo da prepisemo u vidu

z H. ~ —L 7) A~
en®Prpe”ntele = 3 4 q,, (5.2.7)

a (obicni) operator e#®?+ deluje (kao i &) na vektore u H,. Posto je La,p, kosohermitski operator,
lako se vidi da je e#®P+ unitaran operator.

U paragrafu §5.2.9 ¢emo se uveriti da svaka klasi¢na transformacija koja je element povezane
grupe kvantizacijom prelazi u unitaran operator. Prema tome, svaka Galilejeva transformacija
postaje unitaran operator u kvantnoj mehanici.

Na Crtezu nize dodat je i kvantno-mehanicki deo na C5.2. Upravo opisano pridruzivanje
e~%Pr s en%P: je primer izomorfizma ”6” na Crtezu. Sad moramo detaljnije prouciti kako
treba pre¢i na primenu transformacije u prostoru stanja H,.

Setimo se Schrodinger-ove i Heisenberg-ove slike zakona kretanja, koji je za konzervativan
sistem u stvari translacija u vremenu, znaci Galilejeva transformacija iz T. Prirodno je ocekivati
da ¢emo i transformacije iz E(3) ili T:(f) primenjivati ili na vektore stanja a na operatore ne, ili,
umesto toga, na operatore a na vektore stanja ne. A prelazak sa jedne verzije na drugu se
ostvaruje invertovanjem (ag na Crtezu C5.2).

I stvarno je tako, kao Sto sledi iz ¢injenice da se u kvantnoj mehanici sve merljivo svodi na
matriéne elemente operatora, tj. na izraze vida (¥, A¢). Oni ¢ée se jednako menjati bilo da

52:6Citati: Bejke, Hausdorf.
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primenimo operator U na vektore: (Uzb,flf]qﬁ), bilo da primenimo inverzni operator U~' = U'
(jer je U unitaran ili antiunitaran) na operator: (¢, U"'AU¢), sto je jednako sa (Uth, AU®).

Kao sto se vidi, na Crtezu C5.2, desna kolona odgovara aktivnoj interpretaciji dejstva grupe
E(3), koja je u kvantnoj mehanici vise uobi¢ajena. Samo §to smo mi isli umesto kraticom ¢ (o
kojoj ¢e biti re¢i nize, narocito za diskretne transformacije) duzim putem ag posle ¢ posle a5 da
bi iskoristili ve¢ poznatu kvantizaciju varijabli.

Leva kolona na crtezu daje drugu alternativu, pasivnu interpretaciju, tj. tumacenje E(3) ili

T§”> kao grupe relativiteta. Kao sto smo videli u prethodnom odeljku, za T§”>

je jedina prirodna.
Dijagram je komutativan, tj. npr. ag posle 15 posle a5 jednako je ¢7, itd. Kvadrati I, II, III i
IV spadaju u klasi¢énu fiziku, a V i VI u kvantnu mehaniku.

ova interpretacija

5.2.4 Kvantizacija Galilejevih transformacija — zavrsSetak

Kao sto smo rekli, $to se tice E(3) uobicajeno je da se u kvantnoj mehanici daje prednost aktivnoj
interpretaciji (desna kolona na Crtezu), jer ona prirodno ukljucuje fazni prostor iz koga crpimo
osnovni skup opservabli u H,. U prethodnom paragrafu smo se uverili da iz toga onda sledi
da se odlu¢ujemo za Schridinger-ovu verziju primene operatora E(3) u H,. Nasuprot tome,
za T:(f) je prirodna samo pasivna interpretacija (leva kolona na Crtezu). U ovom slucaju je
nuzna Heisenberg-ova verzija primene (inverznih) operatora transformacijom sli¢nosti (samo) na
operatore u H,.

U naSem primeru translacije za a,, izomorfizam ”6” na Crtezu je, kao sto smo videli, pretvorio
e~ %Pz y eR%P= koji transformacijom sli¢nosti deluje na operatore u H, (tj. u kvadratu V). Ako
izvréimo antiizomorfizam ”8” posle 767, ocigledno dobijamo e~ %%+ u H, (deluje u kvadratu VI).

Na osnovu (5.1.14a), (5.1.15a) i (5.1.164a), sad mozemo odmah da zaklju¢imo da ”8” posle
"6” posle 757 daje sledec¢e pridruzivanje:

To— e-72P € .| Va (5.2.8)
Ty s e 70 €| wp (5.2.9)

(gde je H hamiltonijan slobodne cestice, radi se o aktivnoj nespontanoj interpretaciji — uporediti
pred kraj od §5.1.5);

R e #?1 ¥ U(g)|, (5.2.10)

gde je R = Ty rotacija, a 1 vektorski operator orbitnog uglovnog momenta u H, (poblize u §6.5).
Kao s§to je receno, za transformacije T, € T:(f) prednost dajemo pasivnoj interpretaciji
i Heisenberg-ovoj verziji primene ovih operatora na prostor operatora koji deluju u #, (kao

U...U™"). Kvantizacijom (5.1.17a) dolazimo do (posto sad ”8” na Crtezu otpada):

A

Ty s e~ #vmt € | vy, (5.2.11)

Posto dve operatorske eksponencijalne funkcije komutiraju ako i samo ako komutiraju opera-
tori u njihovim eksponentima (uporediti dokaz od K 6.4.3), iz (5.2.8) i (5.2.11) se vidi da U, i Uy
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ne komutiraju. Isto je vazilo u klasicnom prostoru varijabli, jer Poisson-ove zagrade su analogoni
komutatora (uporediti §5.1.9). S druge strane, svaka transformacija iz T3 komutira sa svakom

transformacijom iz T§”>. Stoga nismo mogli G izomorfno (ili antiizomorfno) preneti u prostor

5.2.7

varijabli niti u kvantnu mehaniku®*", ve¢ smo je morali rastaviti na Tév) 1E3)®T;.

5.2.5 Operatori translacije u kvantnoj mehanici

Sto se tiée vremenskih translacija, videli smo da se polazi od spontane aktivne interpretacije
i da se kvantizacijom dobija evolucioni operator, koji smo detaljno proucili u odeljku §3.1. 1
vremenske translacije u nespontanoj aktivnoj interpretaciji (uporediti § 5.1.5) igraju izvesnu ulogu
u kvantnoj mehanici, mada ne u vidu operatora. Njima smo se koristili u §3.1.6 da bismo ideju
homogenosti vremenske ose izrazili na jeziku evolucionog operatora.

Pokazali smo ranije (videti §2.5.15) da u jednoj dimenziji vazi ﬁ_l(q)iﬁ(q) =1+ q. Ako
umesto ¢ pisemo a,, ovo se u tri dimenzije ocigledno prosiruje na:

U Ul = e™

St

aPeiaPt =t —a (5.2.12)

a

(naravno, iskoristili smo i jednakost U~"(a,) = U(—ag) i zamenili —a, sa a,). Posto je transla-
cioni operator funkcija p, odmah sledi:

= e‘%a'f’f)e%a'f) =p| (5.2.13)

Tako, znaci, deluju operatori translacije prostora U, na osnovni skup opservabli u orbitnom
prostoru stanja H, cestice. To je, naravno, unutar Schrédinger-ove verzije formalno delovanje.

Na (uopstene) vektore svojstvenog bazisa kompletne vektorske opservable f operatori pro-
stornih translacija deluju na slede¢i nacin:

Us|r)=|r+a)l| Va,vr. (5.2.14)

To odmah sledi iz fazne konvencije za ovaj bazis, naime, U, r) = U,e”#"P lr=0) = UU. |
r=0)=0Ua,|r=0)=|r+a) (za faznu konvenciju videti (2.6.10)).

S druge strane, na (uopstene) svojstvene vektore kompletne vektorske opservable p operatori
translacija prostora deluju na sledeci nacin:

A~

Ua|p)=e¢iP*|p), Va, Vp (5.2.15)

(posto se radi o svojstvenim vektorima i za U,).

Kada pogledamo formule (5.2.14) i (5.2.15), vidimo da u P(H,) translacije deluju upravo
onako kako smo rekli (na kraju od §5.2.1). Mogli smo se koristiti ovim prenoSenjem iz faznog
prostora u P(H,) i zatim u H, umesto naseg kvantovanja Galilejeve grupe. Ovaj put ¢emo
izabrati za diskretne transformacije. Tu se u stvari radi o izomorfizmu ”7” sa Crteza, tj. o
kratici koju smo zaobisli (da bi nas prelazak na operatore nadgradili na ve¢ poznatu kvantizaciju
varijabli).

5277 stvari G nema netrivijalne linearne (obi¢ne) reprezentacije, ve¢ samo tzv. projektivne reprezentacije.
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Postavlja se pitanje kako se operatori translacija reprezentuju u talasnoj mehanici, tj. u
prostoru £%(r). Ako reprezentant apstraktnog operatora piSemo nepromenjeno, rezultat glasi:

Uatp(r) = ¢(r —a) |, Va. (5.2.16)

Naime, Ua}/)(r) oo (r | (Us | V) = ((r] Uq) | )= (r—a|) =1y —a) (treba imati u vidu

daje (r|Usbraod Ul | r)=Ut|r)=U_,|r)=|r—a)).

Pazljivi ¢italac je primetio da je u dokazivanju formule (E15-5.2) jedino bilo vazno da je (r | U,
bra od Ua_l | r). Stoga za sve operatore Galilejeve grupe, ili ¢ak i Sire, za sve unitarne operatore
U(T) vazi analogna formula:

U(T)y(r) = (T 'r)|, Va. (5.2.17)

Ha kraju, da nademo odgovor i na pitanje kako se operatori translacija prostora iz H, re-
prezentuju u impulsnoj reprezentaciji, tj. u prostoru L£2(p). U analogiji sa rezonovanjem koje
dovodi do (5.2.16), dolazi se do zakljucka:

2 def . Zn.a Zn.a

Ua(p) = (p | Ua | ) = em®?(p [ ¥) = emP4)(p), (5.2.18)
tj. dobijamo multiplikativne operatore u vidu faznih faktora (za svaku vrednost argumenta p
drugi fazni faktor!).

5.2.6 * Operatori specijalnih Galilejevih transformacija

Kao §to smo videli u (5.2.11), operatori boost-ova u orbitnom prostoru H, jedne ¢estice glase:

~

U, = erV™ Yy (5.2.19)

(oni samo formalno deluju u #,, u stvari ih primenjujemo u Heisenberg-ovoj verziji na operatore
u vidu Uy...U_y). A
Iz (5.1.17a)-(5.1.17b) sledi sledeée delovanje operatora U, na osnovni skup opservabli u #,:

UtU;t =%, UpU;' =p —mv, Vv. (5.2.20)
Iz (5.2.19) neposredno sledi (posto je Uy, operatorska funkcija od r):
Uy |t) =ei¥™ | 1), Vr, Vv. (5.2.21)

Na osnovu (5.2.21) odmah mozemo da napisemo (imajuéi u vidu razonovanje kao u odgo-
varaju¢em sluc¢aju u prethodnom paragrafu) kako operatori boost-ova deluju u koordinatnoj
reprezentaciji:

Ugth(r) = e #V™ ) (r), Vv, (5.2.22)
Dakle, deluju kao multiplikativni operatori.
Da bismo izracunali kako operatori Uy u H, deluju na zajednicke svojstvene bazisne vektore

kompletne vektorske opservable p, polazimo od fazne konvencije ugradene u definiciju tog bazisa
(uporediti (2.9.2b)).

Uy | p)=UpeiPT | p=0) =erT™HP)T | p = 0) =| p— mv), Vv, Vp. (5.2.23)

Kao posledicu od (5.2.23), imamo delovanje operatora specijalnih Galilejevih transformacija
u impulsnoj reprezentaciji:

Usp(p) = ¥(p + mv), Yv, Vp. (5.2.24)
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5.2.7 Operatori Galilejevih transformacija za viSecCesti¢ni
kvantni sistem

Kao sto smo videli u §2.6.8, orbitni prostor stanja N-cesticnog kvantnog sistema je ’Hg?_).N =
’HY’) @ Q® %53), tj. on je direktni proizvod orbitnih prostora stanja pojedinih cestica.

Ako se Galilejeva transformacija T" € G u orbitnom prostoru stanja jedne cestice predstavlja
operatorom U(T), onda istu transformaciju u HEO)N predstavlja operator koji je direktni proizvod

def

U v E (T @ Us(T) @ - @ Un(T). (5.2.25)

(Za znacenje direktnog proizvoda operatora videti matematicki podsetnik §2.6.3.)

Od velike je vaznosti da se uoci da u (5.2.25) u svim faktor prostorima deluje operator jedne
te iste Galilejeve transformacije T, tj. svih N faktor-operatora u (5.2.25) imaju iste Lie-jeve
parametre, jer, npr. u pasivnoj interpretaciji, prelaz prelaz na drugi inercijalni sistem istovremeno
menja celi objekat.

Zadatak 5.2.1 Pokazati da za prostorne translacije vaze sledece formule u Hgf’.).N:

U = e 72 E0=1Pr, (5.2.26)

UainUT' =t —a, UaPpUT' =Pn, n=1,...,N; (5.2.27a,b)
Ua|ry,...,ox)=|11 +a,...,ry +a), (5.2.28a)

Ua | P1, ..y PN ) = e~ FaXa 1 P | P1,.. - PN ); (5.2.28b)

a da u koordinatnoj i u impulsnoj reprezentaciji imamo sledece delovanje:

Uat(r1,...,rn) =t(r1 —a,...,ry — a), (5.2.29a)
0a1/)(p1: ,pN) = 6%3'22;1 p"d)(pl: s ;PN) (5229b)
5.2.8 * Matematicki podsetnik — osnovne osobine uni-

tarnih i antiunitarnih operatora

Unitarni operatori u nekom Hilbert-ovom prostoru H, piSemo ih u vidu U, su neprekidni, nesin-
gularni, linearni operatori u H sa slede¢im najvaznijim osobinama:

vt =U", (5.2.30)
gde 71" oznacava adjungovanje;
(U, Ux) = (b,x), Vb, x € H. (5.2.31)

Iz (5.2.31) sledi da U odrzava normu svakog vektora. U Dirac-ovoj notaciji (5.2.31) glasi:

WU Ix)=(¥ | x). (5.2.32)
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Antiunitarni operatori u A, njih ¢emo oznacavati sa U,, su neprekidni, nesingularni, antili-
nearni operatori u %. Ovo poslednje znaci: U, Sor, M | ) = Sop AiUq | 91 ), za svaki izbor
vektora | ¢ ) € H, kompleksnih brojeva A i celog broja K (zvezdica na A\ oznacava kompleksno
konjugovanje). Najvaznije osobine antiunitarnih operatora su analogne kao (5.2.30) i (5.2.31):

vt =0l (5.2.33)
(Uath, Uax) = (1, X)*, Vo, x € H. (5.2.34)

U Dirac-ovoj notaciji (5.2.34) glasi:
(1 UNWa I x) = (v x)" (5.2.35)

I (5.2.34) povlaci da operator odrzava normu svakog vektora.
Sto se tice pojma adjungovanja operatora, treba se podsetiti da dok je to u slucaju linearnih
operatora definisano relacijom

(U, x) = (v, Ux), Vb, x € H, (5.2.36)

u slucaju antilinearnih operatora definicija adjungovanja glasi

(Uath, X) = (4, Uix)", Vb, x € H, (5.2.37)

5.2.9 * Visekomponentne Lie-jeve grupe i antilinearni ope-
ratori simetrije

Da li ¢e se odredena transformacija simetrije u P(H,) pretvoriti u unitarni ili u antiunitarni
operator u H,, to u stvari zavisi od fizicke prirode transformacije. Ipak postoji jedan opsti
zakljucak koji mozemo izvesti iz teorije Lie-jevih grupa.

Kaze se da je Lie-jeve grupa jednokomponentna ili povezana ako se bilo koji element u grupi
moze prevesti neprekidnim variranjem Lie-jevih parametara u jedini¢ni element u grupi. Osnovne
podgrupe Galilejeve grupe Ty, T3, R(3) i Té’”, kao i cela grupa G, imaju ovu topolosku osobinu.
Kontraprimer je prosirena Galilejeva grupa G, koja nastaje spajanjem G sa grupom inverzija
{ T, Tos TpTws I}. G se sastoji od cetiri tzv. topoloske komponente®?8:529: G 7.G  7,G i
7,6

U jednoj topoloskoj komponenti svaki element moze kontinualno da prede u svaki drugi, a
antilinearni operatori se skokovito razlikuju od linearnih (ne mozemo kontinualno prevesti jedan u
drugi); stoga, cela komponenta mora da se sastoji ili samo od unitarnih ili samo od antiunitarnin
operatora. Posto jednokomponentna Lie-jeva grupa sadrzi identi¢nu transformaciju I, koja u

528Topoloska komponenta je najveéi podskup Lie-jeve grupe u kome se bilo koji element moze prevesti nepre-
kidnim variranjem Lie-jevih parametara u bilo koji drugi element. Razbijanje grupe na komponente je jedno
razbijanje na klase ekvivalencije.

>29Da podsetimo, da transformacije iz G nazivamo kontinualnim transformacijama (uporediti kraj od §5.1.3),
a transformacije iz ostale tri topoloske komponente 7,G, J,G i Jp,J,G u G nazivamo diskretnim. Tu se radi o
kontinualnosti (ili diskretnosti) u topologko-grupnom smislu (unutar G). Sto se tice neprekidnosti dejstva pojedinih
operatora u Hilbert-ovom prostoru, svi operatori iz G su neprekidni, posto su takvi svi unitarni i antiunitarni
operatori.
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H, ocigledno mora biti identicni operator f, svi operatori takve grupe su nuzno unitarni. Znaci
svaki operator koji pripada Galilejevoj grupi je sigurno unitaran.

Kao sto vidimo, samo diskretne transformacije su kandidati da se kvantuju u antiunitarne
operatore, ali ni to nije nuzno.

5.2.10 * Dodatak — dokaz Baker-Hausdorff-ove leme

Kao sto smo rekli u paragrafu §5.2.3, Lema iz naslova ovog paragrafa tvrdi da vazi:
eBA=eBAe B, (5.2.380)

(prepisali smo (5.2.6)) kad god je LS definisana. Eksplicitno LS glasi:

AL AL B A+ 5B [BA) )+ 5[ BB [BA]]]+... (5.2.380)

Radi dokaza (5.2.384a), podimo od operatorske funkcije

J(A, B, a) I caB je=aB, (5.2.39)

dg . - -
ang—gB:[B,g], (5.2.40q)

A2 .dg dj. o a -
9B B [B[Bq]l (5.2.400)

da? da da
itd.
Razvijajuéi ¢ u Taylor-ov red oko o = 0, imajuéi u vidu da je g(A, B,a= 0) = A i koristedi
se sa (5.2.40) itd., stizemo do sledeceg reda:

A Ba)=A+alB A+ L [B[BA]]+... (5.2.41)

Iz (5.2.41) i (5.2.39) odmah sledi (5.2.38a) ako stavimo a = 1.



